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 Методическое пособие содержит самостоятельные работы по основным 
разделам курса «Теория колебаний»: статика, малые колебания, устойчивость 
равновесия и движения, канонические преобразования и нелинейные колеба-
ния. В первой части приводятся примеры решения типичных задач по теории 
колебаний, подобные им задачи включены в самостоятельные работы, вариан-
ты которых находятся во второй части.  Пособие рассчитано на студентов 
третьего курса механико-математического факультета, обучающихся по специ-
альности «Механика», оно может быть рекомендовано студентам других спе-
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Пособие содержит самостоятельные работы по основным разделам курса 
«Теория колебаний»: статика, малые колебания, устойчивость равновесия, ус-
тойчивость движения, канонические преобразования и нелинейные колебания. 
Оно состоит из двух частей. В первой части приводятся примеры решения ти-
повых задач, подобные им задачи включены в самостоятельные работы, вари-
анты которых находятся во второй части. Подобраны относительно простые за-
дачи, для решения которых не надо выполнять сложных математических пре-
образований, но необходимо хорошо понимать их физический смысл.  
Сборник предназначен в первую очередь для аудиторной работы. Пред-
полагается, что в конце каждого практического занятия для закрепления прой-
денной темы студенты выполняют самостоятельную работу, на которую отво-
дится, в зависимости от сложности задачи, 5 – 15 минут. Пособие может быть 
также использовано для самостоятельной работы студентов при подготовке к 
практическим занятиям, контрольным работам, зачетам и экзаменам.  
Пособие рассчитано на студентов третьего курса механико-
математического факультета, обучающихся по специальности «Механика», и 
использует знания, полученные ими при изучении основных математических 
дисциплин, теоретической механики и теории колебаний. Оно может быть ре-
комендовано студентам других специальностей физико-математического про-
филя. 
В конце приводится список литературы по теоретической механике и 
теории колебаний, которая может быть полезна желающим получить навыки в 
решении задач. Вошедшие в список книги имеются в фонде Центральной науч-





1. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
Статика 
Задача 1. Тяжелое колечко расположено на 







Определить наименьшее значение коэффици-
ента трения f , при котором колечко нахо-
дится в равновесии при 
0
0.5x x  . Ось Oy  
направлена вертикально вверх. 
Р е ш е н и е . Материальная точка не свобод-
на: она находится на кривой. Пользуясь принципом освобождаемости от связи, 
заменяем действие кривой эквивалентной силой – реакцией связи 
TP









  сила трения.  
В положении равновесия на точку действует активная сила – сила тяже-
сти  P

 и реакция кривой R

. Составляем уравнение равновесия точки: 
TP
0.P N F  
  
       (1) 
Проектируем равенство (1) на касательную к кривой: 
TP
0P sin F         (2) 
и на нормаль к кривой: 
0P cos N  .      (3) 
Здесь   – угол наклона касательной к оси Ox . 
Из системы уравнений (2), (3) находим 
TP
F N tg .     (4) 
В положении равновесия выполняется неравенство 
TP
F f N .      (5) 
Подставляя в это неравенство выражение для силы трения (4), находим 
f tg . 











определяем наименьшее значение коэффициента трения, при котором точка на-
ходится в равновесии на кривой: 
f cos 0.555
4 4 4 2
  
   . 
Задача 2. Определить реакцию заделки кон-
сольной балки AC , изображенной на рис. 2 и 
находящейся под действием распределенной 
нагрузки интенсивностью q 1.5êÍ /ì , сосре-
доточенной силы F 4êÍ  и пары сил с мо-
ментом M 2êÍ ì  , если AB 3 ì , BC 2 ì , 
045 . 
Р е ш е н и е . Балка не свободна: она защемлена на левом конце. Пользуясь 
принципом освобождаемости от связи, заменяем действие защемления сово-
купностью силы 
A A A
i Y jR X 
 




. Для равновесия 
балки необходимо и достаточно, чтобы главный вектор ( e )F







 относительно произвольно выбранного полюса O  равня-
лись нулю: 
( e )F 0






.      (2) 
В качестве полюса O  выбираем точку A . 
Проектируем равенство (1) на оси x, y : 
A
F cos 0X   ,      (3) 
A
q AB F sin 0Y      .     (4) 




M q AB M F AC sin 0
2
       ,    (5) 
где 
Az
M   проекция на ось z  момента в заделке.  
Из уравнений (3)  (5) находим 
A
F cos 2.82 êÍX    , 
A










M q AB M F AC sin 5.35êÍ ì
2
        . 
Малые колебания 
Задача 3. Найти малые колебания системы, изображен-
ной на рис. 3. Масса шарика – m , длина стержня – a , ко-
эффициент жесткости пружины – c . Массой стержня 
пренебречь. Пружина не напряжена, когда стержень за-
нимает вертикальное положение. 
Р е ш е н и е . Система имеет одну степень свободы, выби-
раем в качестве обобщенной координаты угол   между 
стержнем и вертикалью.  
Выписываем функцию Лагранжа: 
2 2 21 1L T ma mgacos c l
2 2
       , 
где l  – деформация пружины. Учитывая, что при малых значениях    




   , 
получаем 
  22 2 .
1 1
L ma a mgamg ca
2 2
     
Составляем уравнение движения: 
 2ma a 0mg ca   . 




   , 
тогда уравнение принимает вид 
2 0    . 
Общее решение этого уравнения ( t ) Acos( t )     описывает малые 










Задача 4. На груз массой m 0.5 кг, подвешенный на пру-
жине жесткости c 200 Н/м, действует вынуждающая 
сила F Qsinpt . Определить частоту вынуждающей си-
лы, при которой наступит резонанс. Найти амплитуду вы-
нужденных колебаний при Q 0.1 Н, p 10 c-1.   
Р е ш е н и е . Система имеет одну степень свободы. В каче-
стве обобщенной координаты выбираем длину пружины y . 
Составляем уравнение движения груза: 
óï ðmW F mg F  
  
.    (1) 
Проектируем уравнение на вертикальную ось: 
my Qsinpt mg c( y l )    ,    (2) 
где l  – длина пружины в ненапряженном состоянии. Делим это уравнение на 
массу, вводим обозначения:  
2 mgc: , q: y l
m c
     , 
получаем 
2 Qq q sin pt
m
  .     (3) 




   с-1. 
Вынужденные колебания описываются частным решением неоднородно-
го уравнения (3): 
÷íq ( t ) A sinpt . 











Задача 5. Найти малые колебания системы, функция Лагранжа которой зада-
ется выражение 
2 2 2 2x y x y




    
 







Р е ш е н и е . Система имеет две степени свободы ( n 2 ) , обобщенные коорди-
наты: 
1 2
q x,q y.    











         










   . 
Для рассматриваемого случая 
11 22 12 21
a a m, a a     , 
11 22
c c   
c ,
12 21
c c 0  . 
Составляем уравнение частот: 
11 11 12 12 2 2 2
21 21 22 22
c a c a c m
( c m ) 0
c a c a c m
   
  
   
      
            
. 


















Из уравнения  
( i ) ( i ) ( i ) ( i )
11 i 11 1 12 i 12 2 i 1 i 2
( c a )u ( c a )u ( c m )u u 0            
находим амплитудные векторы, которые с точностью до произвольных множи-
телей могут быть представлены в виде  




   
    
   
. 
Вычисляем главные колебания: 
( i )
( i ) i i i
q C u sin( t ), i 1,2.    . 
Находим общее решение уравнений малых колебаний: 
2 2
( i )
( i ) i i i
i 1 i 1
q( t ) q C u sin( t ) 
 




          
1 1 1 2 2 2
1 1
C sin( t ) C sin( t )
1 1
   
   
      
   
, 
или – в координатах: 
1 1 1 2 2 2
x( t ) C sin( t ) C sin( t )        
1 1 1 2 2 2
y( t ) C sin( t ) C sin( t )        
Устойчивость равновесия 
Задача 6. Тяжелый шарик может двигаться по горизонтальной прямой Ox  
под действием силы, потенциал которой задается выражением 
3
xxx ) a a 03
ll
( ,
     
  
  . 
Найти положения равновесия шарика и исследовать их устойчивость. 
Р е ш е н и е . Шарик в поле потенциальной силы, потенциал которой явно не 
зависит от времени, является консервативной системой. Положения равновесия 
шарика соответствуют точкам экстремума потенциала ( x ) .  





     
  
 . 
Из этого выражения видно, что шарик имеет два положения равновесия: 
1x l  и 2x l . 






( )    






( ) ,    
потенциальная энергия системы в этом положении имеет строгий минимум и, 
согласно теореме Лагранжа об устойчивости равновесия консервативной сис-
темы, это положение равновесия является устойчивым.  











потенциальная энергия системы в этом положении имеет строгий максимум, 




x x x l x l
3a
l
( ) ( ) ( ) ( )       , 
 
и, по теореме Ляпунова о неустойчивости равновесия консервативной системы, 
положение 
2
x l  неустойчиво.  
Задача 7. Движение осциллятора, помещенного в вязкую жидкость, описыва-
ется уравнением 
mx bx cx 0 ( m,b,c 0 )     .   (1) 
Пользуясь критерием Рауса  Гурвица, доказать асимптотическую устойчи-
вость равновесия осциллятора. 
Р е ш е н и е . Уравнение движения осциллятора (1) может быть представлено в 
виде системы двух дифференциальных уравнений первого порядка, если поло-
жить 
1
y x ,  
2
















       (2) 
В положении равновесия 
1 2
y 0 , y 0.   Система (2) является линейной. 
Уравнения возмущенного движения совпадают с уравнениями (2). Составляем 
характеристическое уравнение: 










   
  
. 
Коэффициенты характеристического уравнения: 
0
a 1,  
1
a b/m,  
2
a c/m.  
Матрица Гурвица имеет вид 
1
0 2
a 0 b/m 0
a a 1 c/m
   .    (3) 
Для рассматриваемой системы определители Гурвица (главные миноры 




1 1 2 1 2
b b c
a 0 , a a 0
m m m
         . 
Согласно критерию Рауса  Гурвица, корни характеристического уравне-
ния имеют отрицательные вещественные части. В этом случае положение рав-
новесия системы асимптотически устойчиво.  
Задача 8. Найти асимптотически устойчивое положение равновесия систе-
мы, движение которой задается уравнениями: 











.       (1) 
Р е ш е н и е . Находим положения равновесия. Они отвечают постоянным ре-
шениям системы и удовлетворяют уравнениям: 









      (2) 
Эта система имеет два решения: * *
1 2
y 1, y 0.     
Возмущенное движение представляем в виде суммы невозмущенного 
движения *y  и возмущения x :  
    *
i i i
y y x , i 1,2   .     (3) 
Подставляем соотношения (3) в уравнения (1) и учитываем, что невозмущенное 
решение удовлетворяет уравнениям (2). Находим уравнения возмущенного 
движения: 
     
* 2
1 1 1 1
* *
2 1 2 2 1 1 2
x 2 y x x
.







Если пренебречь нелинейными членами, получаем уравнения первого 
приближения: 




2 1 2 2 1
x 2 y x
.






      (4) 





























   

. 







3 y 0a 0
a a 1 2 y


  . 
Условия асимптотической устойчивости невозмущенного движения: 
 
2* *
1 1 2 1 1
3 y 0 , 2 0y        
в рассматриваемом случае сводятся к неравенству *
1
y 0.  Следовательно, со-
стояние равновесия системы * *
1 2
y 1,y 0   является асимптотически устойчи-
вым. 
Устойчивость движения 
Задача 9. Дифференциальные уравнения возмущенного движения имеют вид 
3 3x y x , y x y      .    (1) 
Исследовать устойчивость невозмущенного движения в зависимости от па-
раметра  . 
Р е ш е н и е . Попытаемся исследовать устойчивость невозмущенного движения 
с помощью уравнений первого приближения. Для этого отбрасываем в системе 
(1) нелинейные относительно возмущений x ,y  члены, получаем линейную сис-
тему 
x y , y x   . 












Корни этого уравнения 
1 ,2
i   являются чисто мнимыми, что соответст-
вует критическому случаю, в котором по устойчивости нулевого решения ли-
нейной системы нельзя судить об устойчивости решения нелинейной системы.  
Для исследования устойчивости невозмущенного движения в рассматри-
ваемом случае воспользуемся прямым методом Ляпунова.  







x y x y
dt dt






  . 
Эта функция является положительно-определенной, а ее производная в 
силу уравнений возмущенного движения, как следует из равенства (2), задается 
выражением 
 4 4V x y  .     (3) 
При 0  функция V  является отрицательно-определенной и невозму-
щенное движение асимптотически устойчиво по теореме Ляпунова об асимпто-
тической устойчивости.  
При 0  функция V  тождественно равна нулю, следовательно, невоз-
мущенное движение устойчиво по теореме Ляпунова об устойчивости. 
При 0  функция V  является положительно-определенной и невозму-
щенное движение неустойчиво по первой теореме Ляпунова о неустойчивости, 
согласно которой невозмущенное движение неустойчиво, если производная V  
есть функция знакоопределенная, а сама функция V  не является знакопостоян-
ной противоположного с V  знака. 
Задача 10. Маятник, образованный стержнем длины l  с материальной точ-
кой на конце, подвешен на горизонтальной оси, вращающейся с постоянной уг-
ловой скоростью   вокруг оси z . Установить, при каких значениях   нижнее 
вертикальное положение равновесия маятника устойчиво. Массой стержня 
пренебречь.  
Р е ш е н и е . Рассмотрим движение маятника относительно системы отсчета, 
вращающейся с постоянной угловой скоростью   вокруг вертикальной оси z . 
В этой системе на маятник действуют три активные силы: сила тяжести и две 
силы инерции: переносная (центробежная): 
( e ) 2J m xi
 
, 
где m  – масса точки, а x   горизонтальная координата точки, и кориолисова: 
( c ) ( r )J 2m ,V   
 
, 
где ( r )V

 – относительная скорость точки. В качестве обобщенной координаты 
выбираем угол, который составляет маятник с вертикалью, отсчитываемый от 
нижнего положения маятника.  
Потенциал силы тяжести задается выражением  
1





Центробежная сила инерции также является потенциальной: существует 
скалярная функция  
2 2 2 2 2
2
1 1
( x ,y ,z ) m x m l sin
2 2
     , 





Кориолисова сила инерции является гироскопической, т. к. ее работа на 
любом виртуальном перемещении равна нулю: 
   ( r )( c ) ( r )2m dt 0,VJ , r ,V    
 
. 
Наложение на консервативную систему гироскопических сил не влияет 
на положение равновесия системы, при этом устойчивое положение остается 
устойчивым. Поэтому при исследовании устойчивости равновесия гироскопи-
ческую силу можно не учитывать.  
Потенциальная энергия системы задается выражением 
2 2 21mglcos m l sin
2
     . 
Точки экстремума первой производной определяют положения равнове-
сия системы:  
2 2d mglsin m l sin cos 0
d

   

   . 
Из этого уравнения видно, что 0  отвечает положению равновесия. Ус-












   
 

   . 
Отсюда следует, что при 2g l  положение равновесия 0  устойчиво. 
Канонические преобразования 
Задача 11. Показать, что преобразование  
* 1/ 2 *1
2
q p , p q        (1) 
переводит каноническую систему с гамильтонианом H p  в каноническую 
систему. Найти гамильтониан преобразованной системы. 

















      (2) 
Обращая преобразование (1), выражаем старые переменные q , p  через 
новые * *q , p : 
* * 2)q p , p 4( q  .     (3) 










.       (4) 
Если система (4) является канонической, то ее гамильтониан  * * *H q ,p ,t  
















 .      (5) 





    
   
     
 
выполняется, следовательно, существует функция  * * *H q ,p ,t , удовлетво-
ряющая уравнениям (5). 
Из первого уравнения системы (5) следует:  * * *H H q ,t . Подставляем 
эту функцию во второе уравнение и интегрируем его по *q , получаем: 
* *H q ( t )  , 
где ( t )  – произвольная функция времени. 
Задача 12. Выписать формулы свободного канонического преобразования ва-






sin q t qS

 .       














.    (1) 
В рассматриваемом случае уравнения (1) имеют вид 
    ** *tcos cp , cos p , i 1,nq t q q t qi ii i i i       (2) 




q arccos q t , i 1,n
t
   .    (3) 





p , i 1,n
t
  .    (4) 
Свободные канонические преобразования задаются уравнениями (3), (4). 
Нелинейные колебания 
Задача 13. Найти тип неподвижных точек, соответствующих состояниям 
равновесия математического маятника. Учесть силу вязкого трения 
R bV( b 0 ) 
 
. 




     .      (1) 
Уравнение (1) можно записать в виде системы двух дифференциальных 
уравнений первого порядка, если положить 
1 2














.     (2) 












.      (3) 
Система (3) имеет два решения: 1) 
10 20
x 0 , x 0   и 2) 
10 20




Линеаризуем уравнения (2) в окрестности неподвижной точки 
10 20
x , x 0 . 
Для этого переходим к локальным координатам 
1 2
,   по формулам: 
1 10 1 2 2
x x , x    , раскладываем правую часть (2) в ряд в окрестности точки 
 10x ,0  и отбрасываем нелинейные по 1 2,   члены, получаем 
1 2













 .    (4) 







    . 






     
 
. 
Для неподвижной точки 
10 20
x 0 , x 0   корни 
1 2
,    вещественные отри-
цательные числа при 2 2b 4m g / l  и комплексносопряженные числа с отрица-
тельной действительной частью при 2 2b 4m g / l . В первом случае точка явля-
ется устойчивым узлом, а во втором случае – устойчивым фокусом. Для непод-
вижной точки 
10 20
x , x 0   корни 
1 2
,    вещественные числа противополож-
ных знаков и точка является седлом. 
Задача 14. Найти замкнутую траекторию, соответствующую колебаниям 
механической системы, движение которой описывается уравнением 
2 4 3x ( 2x x 1 )x x 0       .    (1) 
Р е ш е н и е . Дифференциальное уравнение (1) эквивалентно динамической 
системе второго порядка, фазовым пространством которой является плоскость. 
В качестве переменных состояния выбираем координату 
1
x x  и скорость 
2
x x  .  
Ищем уравнение фазовой траектории в виде 
2 42x x a  ,      (2) 
где a 0.  В левой части стоит положительно-определенная функция, поэтому 
уравнение (2) определяет на плоскости замкнутую кривую, содержащую внутри 





выполняется в каждый момент времени, продифференцируем его по времени, 
получим 
3 )4x( x x 0   . 
Т. к. x  тождественно не равно нулю, то на траектории 3 0x x  . Учиты-
вая это равенство в уравнении (1), приходим к соотношению 
2 4( 2x x 1 )x 0    .    (3) 
Сравнивая (3) с (2), определяем постоянную  a 1 . 
Задача 15. Частица движется в поле консер-
вативной силы, потенциал которой показан на 
рис. 5(a). Изобразить качественно фазовый 
портрет системы. 
Р е ш е н и е . Механическая система имеет одну 
степень свободы, она эквивалентна динамиче-

















,   (1) 
где m  – масса частицы, 1x x , 2x x    пере-
менные состояния. Для консервативной систе-
мы существует интеграл энергии: 
21mx ( x ) E const
2
   .  (2) 
Постоянная E  находится из начальных усло-
вий. Уравнение 
2
x ( E ( x ))
m
  ,    (3) 
которое следует из (2), описывает фазовый портрет системы.  
Точки экстремума потенциала определяют положения равновесия части-
цы: точка минимума a  отвечает устойчивому положению равновесия, а точка 
максимума b   неустойчивому положению. Неподвижная точка ( a ,0 ) дина-
мической системы (1) является центром, а неподвижная точка  ( b,0 )  – седлом.  
Из уравнения (3) видно, что движение частицы возможно только в случае 
minE  . Если min maxE   , фазовые траектории являются замкнутыми, они 






maxE   получаем сепаратрисы седла, а при maxE   – незамкнутые траекто-
рии, огибающие сепаратрисы. Направление движения изображающей точки 
определяется из первого уравнения системы (1): в верхней полуплоскости, где 
2x 0 , координата 1x  со временем увеличивается, а в нижней полуплоскости, 
наоборот, уменьшается.   
2. САМОСТОЯТЕЛЬНЫЕ РАБОТЫ 
Самостоятельная работа 1. Материальная точка расположена внутри шеро-
ховатой трубки, форма которой задается уравнением y y( x ) . Определить 
наименьшее значение коэффициента трения f , при котором точка находится 
в равновесии при 
0
x x . Ось Oy  направлена вертикально вверх. Необходимые 












y x  
0.25  






















y ln( x 1 )   
2  












10 1/32xy  1  
11 1
y ln( x 3 )
6























Самостоятельная работа 2. К консольной бал-
ке AD  приложена пара сил с моментом M , 
распределенная нагрузка интенсивности q  и 
сосредоточенная сила F . Найти реакцию за-
делки, если AB BC CD a   . Необходимые для 














1 400 200 100 60 2 
2 100 200 300 30 3 
3 300 100 200 45 4 
4 200 200 400 90 3 
5 400 100 200 30 2 
6 100 200 500 60 2 
7 300 300 100 90 3 
8 200 100 200 45 2 






10 100 100 100 30 2 
11 300 200 500 60 3 
12 200 100 200 45 1 
13 400 200 100 90 1 
14 100 300 200 45 2 
Самостоятельная работа 3. Найти малые колебания 
системы, изображенной на рис.7. Масса стержня – m , 
длина стержня – l , коэффициент жесткости пружины 
– c . Пружина не напряжена, когда стержень занимает 
вертикальное положение. Необходимые для решения за-










1 2 2 0.7 
2 1.5 1 0.5 
3 3 1 1 
4 1.2 1 0.4 
5 0.6 0.4 0.2 
6 0.9 0.8 0.3 
7 0.8 0.7 0.2 
8 1.8 1 0.6 
9 2.1 2 0.7 
10 2.4 1.5 0.8 
11 2.7 1 0.9 







13 1.9 4 0.6 
14 1.3 2 0.5 
Самостоятельная работа 4. Тело массой m  соединено 
посредством пружины жесткостью k  с точкой O, со-
вершающей вертикальные колебания по закону 
O
x asinpt . Определить частоту p , при которой на-
ступит резонанс. Найти амплитуду вынужденных коле-













1 0.5 1250 0.001 10 
2 1.0 2500 0.03 40 
3 0.6 960 0.007 30 
4 0.2 320 0.001 20 
5 1.4 11340 0.002 80 
6 0.4 160 0.005 10 
7 1.3 8320 0.001 70 
8 0.1 250 0.003 25 
9 1.2 5880 0.005 60 
10 0.8 320 0.004 15 
11 0.3 270 0.001 15 
12 0.7 630 0.004 10 
13 1.1 3960 0.006 50 






Самостоятельная работа 5. Функция Лагранжа механической системы из-









































4( x y ) xy
2 2





4( x y ) 3 2xy
2






3( x y ) xy
2 2





2( x y ) xy
2 2

     
5  2 2 2 2
3
2xyx y x y
2




3( x y ) 3 2xy
2

     
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Самостоятельная работа 6. Тяжелая бусинка надета на гладкую кривую, ко-
торая задается уравнением z f ( x )  (см. таблицу 6). Ось Oz  направлена 










z f ( x )  
1 
23 3 x 6 x
2












x   
9 23 6 x 9xx    
3 3 23
2









xx   
11 2 3x3x   
5 3 2x 6 x  12 3 21 3
3 2
x x  














Самостоятельная работа 7. Груз массой m , связанный с непод-
вижными опорами пружинами жесткости c , как показано на 
рис .9, может перемещаться по вертикали. На груз действует 
сила вязкого трения F bV( b 0 ) 
 
. Используя критерий Рауса  
Гурвица, показать, что положение равновесия этой системы 
асимптотически устойчиво. Необходимые для решения задачи 










1 2 1 10 
2 4 2 20 
3 8 1 10 
4 6 1 5 
5 3 3 20 
6 5 1 10 
7 2 2 10 





8 3 1 10 
9 7 4 30 
10 8 3 20 
11 4 1 5 
12 6 3 10 
13 5 2 20 
14 7 4 10 
 
Самостоятельная работа 8. Задано уравнение движения механической систе-











1 26 x 5x x 1 0      8 23x 10x x 1 0      
2 2x 5x 0.4 x 0.4 0      9 22x 5x 0.75x 0.75 0      
3 28x 10x x 4 0      10 2x 5x x 1 0      
4 2x 5x 0.5x 0.5 0      11 24x 5x x 4 0      
5 23x 20x 3x 3 0      12 27 x 10x 4x 4 0      
6 2x 2x 0.2x 0.2 0      13 23x 5x 0.15x 0.15 0      
7 27 x 30x 4x 4 0      14 2x 4x 0.4 x 0.4 0      
Самостоятельная работа 9. Заданы дифференциальные уравнения возмущен-
ного движения (см. таблицу 9). Исследовать устойчивость невозмущенного 









Уравнения возмущенного движения 
1 3 2 sinyx y ax , y x ay      
2 2 3sinxx y ax , y x ay      
3 5 2 sinyx y ax , y x ay      
4 2 5sinxx y ax , y x ay      
5 3 4 sinyx y ax , y x ay      
6 2 5sinxx y ax , y x ay      
7 3 2 sin2 yx y 2ax , y x ay      
8 2 3sin2xx y ax , y x 2ay      
9 5 2 sin2 yx y 2ax , y x ay      
10 2 5sin2xx y ax , y x 2ay      
11 3 4 sin2 yx y 2ax , y x ay      
12 4 3sin2xx y ax , y x 2ay      
13 3 2 sin3 yx y 3ax , y x ay      
14 2 3sin3xx y ax , y x 3ay      
 
Самостоятельная работа 10. Материальная точка может двигаться по глад-
кой кривой z f ( x ) , вращающейся с постоянной угловой скоростью   вокруг 
оси z  (ось z  направлена вверх). Определить, при каких значениях   положение 
равновесия точки x 0  является устойчивым. Уравнение кривой приведено в 













z f ( x )  
1 2z 2x ( ì )  8 2z x / 2( ì )  
2 z xsinx( ì )  9 z 3xsin2x( ì )  
3 z 2( 1 cosx )( ì )   10 z ( 1 cosx/ 2 )( ì )   
4 2z 3x ( ì )  11 2z 3sin2x ( ì )  
5 2z sinx ( ì )  12 2z 5x ( ì )  
6 z ( 1 cos2x )( ì )   13 z 5xsinx( ì )  
7 
21z x ( ì )
5
  
14 z ( 1 cos3x )( ì )   
Самостоятельная работа 11. Показать, что преобразование 
* *q ( q,p ), p ( q,p )   переводит каноническую систему с гамильтониа-
ном H H( q,p )  в каноническую систему. Функции ( q,p ), ( q,p )  , 




( q,p )  ( q,p )  H( q,p ) 
1 p  1/ 32q  q  
2 1/ 2p  4q  p  
3 2 p  1/ 33q  q  
4 1/ 3p  2q  p  









6 1/ 42 p  q  p  
7 3 p  1/ 4q  q  
8 1/ 9p  5q  p  
9 2 p  1/ 4q  q  
10 1/ 5p  3q  p  





12 1/ 4p  4q  p  
13 3 p  1/7q  q  
14 1/6p  2q  p  
Самостоятельная работа 12. Выписать формулы свободного канонического 
преобразования валентности c , заданного производящей функцией *S( q,q ,t ) 




*S( q,q ,t )  Номер 
варианта 
*S( q,q ,t )  
1 









   
8 









   
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    
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   
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   
10 









   
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   
11 






















    
12 








    
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    
13 















6q tq ln t

    
14 








    
 
Самостоятельная работа 13. Найти тип неподвижных точек, соответст-
вующих состояниям равновесия механической системы, движение которой 








31x 2x x x
2
     
8 
31 1x x x x
2 8
     
2 3x x x x     9 31x 3x x x
3
     
3 3x 4 x x x     10 3x x x x     
4 
31x x x x
4
     
11 
31x x x x
4
     
5 
31x 3x x x
3
     
12 
31x 2 x x x
2
     
6 
31x x x x
4
     
13 3x 25x x x     
7 
31x 5x x x
5
     





Самостоятельная работа 14. Задано дифференциальное уравнение движения 
механической системы (см. таблицу 14). Найти замкнутую траекторию, со-





1 2 4 32x ( x 2x 1 )x 8 x 0        
2 2 2x (7 3x 2x )x 0      
3 2 6 5x ( 2x 4x 1 )x 6 x 0        
4 2 4 3x ( 1 2x 2x )x 2x 0        
5 2 6 5x ( 2x 4x 1 )x 6 x 0        
6 2 22x ( x 3x 1 )x 0      
7 2 4 3x ( 1 x x )x 0      
8 2 4 33x ( x x 5 )x 6 x 0        
9 2 4 3x ( 2x 4x 3 )x 0      
10 2 24x ( 2x 5x 3 )x 0      
11 2 6 5x ( 2 3x x )x x 0        
12 2 4 3x ( 1 3x 3x )x 2x 0        
13 2 4 33x ( 5 x 2x )x 0      
14 2 23x ( x x 5 )x 0      
 
Самостоятельная работа 15. Материальная точка  движется под действием 
консервативной силы, потенциал которой задается функцией ( x )  (см. таб-







Потенциал силы ( x )  Номер 
варианта 
Потенциал силы 














2 3 2x 3x  9 23 3x 9xx    
3 3 23
2









xx   
11 2 3x3x   
5 3 2x 6 x  12 3 21 3
3 2
x x  
6 31 x
3
x   
13 23 6 x 9xx    
7 
23 3 x 6 x
2





   
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